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ОБЪЕКТЫ
Блок Е
СМЕШАННЫЕ
ОБЪЕКТЫ
Два разных способа понимания

стали в наше время особенно

всепроникающими и плодотворными – 

это топология и абстрактная алгебра.    

Герман ВЕЙЛЬ
M.C.Escher's "The Drowned Cathedral" ( Cordon – Art – Baarn – Holland. All rights reserved.
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Блок Е
СМЕШАННЫЕ ОБЪЕКТЫ
Это более мощный инструмент познания, чем все остальное, что дала нам человеческая деятельность, ибо он служит источником всего остального.

        Рене ДЕКАРТ

В предшествующих блоках каждый тип структуризованных множеств рассматривался сам по себе вне связи с другими структурами. На практике же, как правило, приходится иметь дело со смешанными структурами, т.е. с множествами, которые наделены несколькими типами структур одновременно. Рассмотрению объектов со смешанной структурой (короче, смешанных объектов) посвящен заключительный блок четвертого этажа. Оказывается, что в том случае, когда эти структуры в некотором смысле согласованы между собой, множества приобретают некоторые дополнительные подчас весьма богатые свойства, вообще говоря, не характерные для чистых структур. Этим обстоятельством и обусловлено их широкое практическое применение. 

Среди всевозможных объектов со смешанной структурой мы 
ограничимся рассмотрением лишь одного (но, пожалуй, самого важного)  класса объектов. Мы познакомимся с некоторыми множествами, наделенных одновременно топологическими и алгебраическими свойствами, оставляя без внимания значительное количество объектов со смешанными структурами –  таких, как упорядоченные группы, группы Ли, дифференцируемые многообразия и др. Наш путь лежит в сторону оснований функционального анализа, являющегося естественным обобщением классического математического анализа на объекты бесконечномерной природы, неизменно появляющиеся при решении прикладных задач. Обсуждаемые при этом вопросы играют определяющую роль в теории дифференциальных уравнений и математической физике, теории оптимального управления и вычислительной математике, теории вероятностей и теории игр. 

Простейшим из рассматриваемых объектов является топологический группоид – множество, на котором определены топология и одна бинарная операция. Согласованность имеющихся структур предполагает непрерывность операции в рассматриваемой топологии. Частным случаем топологического группоида является топологическая группа – топологическое пространство, носитель которого наделен структурой группы с непрерывными операциями. Дальнейшее усиление алгебраической структуры приводит к понятию линейного топологического пространства. В классе линейных топологических пространств выделяются линейные нормированные пространства, обладающие существенно более богатыми топологическими свойствами. На них определена дополнительная структура – норма, позволяющая ввести метрику пространства. Полные линейные нормированные пространства называются банаховыми и составляют основу функционального анализа. Среди банаховых пространств выделяются гильбертовы пространства с дополнительной структурой – скалярным произведением и чрезвычайно богатыми геометрическими свойствами. 

Комната 4Е.1. ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ГРУППОИДЫ

Вопрос об основаниях математики и о том, что собой представляет математика, остается открытым.

Герман ВЕЙЛЬ

Предметом рассмотрения в заключительном блоке четвертого этажа являются множества со смешанной структурой. Они имеют вид (Х,{i}), где Х – носитель структуры, а i – конкретные "чистые" структуры. При этом предполагается, что пара (Х,i) является множеством с соответствующей чистой структурой, а все имеющиеся структуры в некотором смысле согласованы. 

Замечание 4Е.1. Вспомним, что ранее мы уже требовали согласованность однотипных структур. Так, при описании алгебраических объектов с несколькими операциями (кольца, линейные пространства и др.) неизменно предполагалась согласованность этих операций, т.е. справедливость некоторых дополнительных условий типа дистрибутивности.

Рассмотрим некоторые примеры множеств, наделенных двумя различными структурами.
Пример 4Е.1. Топология и порядок. Задается линейно упорядоченное пространство 
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 означает, что выполнено условие 
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 но рассматриваемые элементы не равны. Предположим, что для любых двух элементов х и у множества Х, удовлетворяющие неравенству 
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 найдется такой элемент z, что справедливо условие 
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 Определим на множестве Х топологию (, базис которой включает в себя (наряду с пустым множеством и Х) всевозможные открытые интервалы (см. блок 4А) 
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, т.е. множества таких элементов х из Х, которые удовлетворяют соотношению 
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 В топологическом пространстве 
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 открыты объединения указанных интервалов. Тогда любой открытый интервал, содержащий некоторую точку, будет ее окрестностью. Пусть х и у – произвольные элементы множества Х, удовлетворяющие неравенству 
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 В силу существования точки z, удовлетворяющей условию 
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 можно подобрать такие интервалы U и V, содержащие, соответственно, точки х и у, которые не включают в себя точку z (см. рис. 4Е.1). Следовательно, для любых точек 
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 (т.е. точек, достаточно близких х и у соответственно) справедливо неравенство 
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 Итак, при выполнении условия 
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 аналогичное соотношение остается в силе и для любых точек, достаточно близких к выше указанным (лежащие в окрестности данных точек). Этот результат и является проявлением согласованности топологической и порядковой структур множества Х. 
Замечание 4Е.2. Рассмотренная топология отделима и является обобщением естественной топологии на множестве действительных чисел. 

Пример 4Е.2. Топология и мера. Пусть задано пространство непрерывных функций С[0,1] на отрезке [0,1]. Рассмотрим последовательность непрерывных (негладких) функций {xk}, элементы которой изображены на рис. 4Е.2. Каждая последующая функция обладает вдвое большим числом изломов по сравнению с предыдущей функцией. Очевидно, все соответствующие кривые на отрезке [0,1] имеют длину l(xk) = (2. При k(( выполняется сходимость непрерывных функций xk ( x(, где x( – функция, тождественно равная нулю и имеющая длину l(x() = 1. Таким образом, справедливо соотношение lim l(xk) ( l(lim xk), т.е. предел последовательности длин кривых не равен длине предельной кривой. Тем самым мы убеждаемся в том, что функционал, который ставит в соответствие каждой непрерывной функции на отрезке [0,1] ее длину, является разрывным. В силу разрывности меры (длины кривой) заключаем, что измеримая структура множества С[0,1] в данном случае оказывается не согласованной с его топологической структурой. 

Пример 4Е.3. Топология и измеримость. Рассмотрим еще один пример, характеризующий соотношения между топологической и измеримой структурами. В предшествующем блоке исследовалась функция Кантора (, являющейся непрерывной монотонной функцией на отрезке [0,1], принимающей постоянные значения на подмножестве S полной меры – дополнении к множеству Кантора С (см. рис. 4D.19). Определим функцию f на том же отрезке с помощью равенства
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Очевидно, эта функция непрерывна и строго возрастает, причем справедливо равенство 
[image: image16.wmf]([0,1])[0,2].
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 Тогда отображение 
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 является гомеоморфизмом. Вспомним, что множество S представляет собой объединение интервалов длиной 1/3n (см. рис. 4D.16). На каждом из таких интервалов М функция Кантора постоянная, а значит, f растет так же, как и линейная функция 
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 (см. рис. 4Е.3). Тем самым для любого открытого интервала М, составляющего множество S, образ 
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 имеет ту же меру, что и сам интервал М. Таким образом, мера множества 
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 совпадает с мерой самого множества S, т.е. равна 1. Тогда мера образа
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 множества Кантора равняется разности мер отрезка [0,2] и 
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, т.е. равна 1. Однако само множество С имеет нулевую меру. Следовательно, гомеоморфизм f не сохраняет меру. Рассмотрим теперь произвольное неизмеримое подмножество Q множества 
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. Справедливо вложение 
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, откуда следует, что 
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 имеет нулевую меру, будучи подмножеством (измеримого) множества Кантора нулевой меры. Таким образом, гомеоморфизм 
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 связывает неизмеримое множество с измеримым, т.е. не сохраняет даже свойство измеримости множества.

Замечание 4Е.3. Рассмотренные примеры показывают, что согласование различных структур (в частности, топологической и измеримой), вообще говоря, далеко не тривиально.
В дальнейшем мы ограничимся рассмотрением множеств с алгебраической и топологической структурами. Задается множество Х, наделенное топологией ( и бинарной операцией, которую для определенности обозначим через +. В результате мы получаем топологическое пространство (Х,() и группоид (Х,+). 

Замечание 4Е.4. В блоке В уже отмечалось, что рассмотрение аддитивного группоида не предполагает наделение множества с бинарной операцией какими-то дополнительными свойствами. В данном случае речь идет лишь о форме записи операции, а не о каких-то ее свойствах.
Определение 4Е.1. Операция + на множестве Х называется  
согласованной XE "структуры:согласованные"  с топологией, если она непрерывна. Тройку (Х;(,+), в которой операция согласована с топологией, называют топологическим группоидом XE "группоид:топологический" .
Непрерывность операции означает, что оператор 
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характеризуемый равенством А(х,у) = х + у  для всех х,у(Х, является непрерывным.
Замечание 4Е.5. Как и на предшествующем этаже, мы имеем дело со структуризованным множеством – объектом, характеризуемым носителем структуры и собственно структурой, определяемой в данном случае топологией и операцией. 

Замечание 4Е.6. В дальнейшем для краткости мы будем обозначать топологический группоид и последующие множества со смешанной структурой по имени их носителя (там, где смысл топологии и операции не нуждается в уточнении). Собственно, так мы уже поступали и раньше.
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Рис. 4Е.1. Согласованность топологической и порядковой структур.
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Рис. 4Е.2. Разрывность длины кривой.
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Рис. 4Е.3. Гомеоморфизм не сохраняет меру и измеримость.

Рассмотрим два топологических группоида (X;,+) и (Y;,(), а также оператор A : X ( Y. Этот оператор называется непрерывным гомоморфизмом топологических группоидов XE "гомоморфизм:непрерывный" , если он является непрерывным оператором, связывающим топологические пространства (X,) и (Y,) и гомоморфизмом группоидов (X,+) и (Y,(). Если же он обратим, причем как он сам, так и соответствующий обратный оператор являются непрерывными гомоморфизмами топологических группоидов, то его называют изоморфизмом топологических группоидов XE "изоморфизм:топологических группоидов" , а сами рассматриваемые объекты считаются изоморфными. Изоморфные топологические группоиды обладают одинаковыми свойствами топологических группоидов XE "свойство:топологических группоидов" .

Согласованность топологической и алгебраической структур приводит к тому, что объект со смешанной структурой приобретает более богатые свойства, чем в том случае, когда эти структуры рассматриваются по отдельности. С подобными свойствами мы познакомимся в последующих комнатах, где будут рассмотрены объекты, обладающие более сильными алгебраическими и топологическими свойствами и являющиеся частными случаями топологических группоидов.

Комнаты 4Е.2. ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ГРУППЫ

Отыскание истины должно быть целью нашей деятельности; это единственная цель, которая достойна ее. Если мы все более и более хотим избавить человека от материальных забот, так это
затем, чтобы он мог употребить свою отвоеванную свободу на исследование и созерцание истины.

Анри ПУАНКАРЕ

Рассматривается множество Х наделенное структурой аддитивной группы и топологией (. Таким образом, на нем определены ассоциативная бинарная операция +, операция взятия обратного элемента, обозначаемая символом  "-", а также единичный элемент 0.

Определение 4Е.2. Множество Х будем называть топологической группой XE "группа:топологическая" , если все алгебраические операции на нем непрерывны.

Согласование алгебраической и топологической структур в этом определении предполагает непрерывность отображений

 (х,у) ( х + у,  х ( (-х).

Замечание 4Е.7. Последнее свойство эквивалентно непрерывности единственного отображения  (х,у) ( х + (-у).

Замечание 4Е.8. Иногда при определении топологической группы 
дополнительно требуют отделимость топологического пространства. 

Замечание 4Е.9. Естественно, мы могли бы рассмотреть и промежуточные понятия топологической полугруппы XE "полугруппа:топологическпя"  и топологического моноида XE "моноид:топологический" . 
Любую группу можно понимать как топологическую группу, наделенную дискретной топологией. Примером топологического группоида (точнее, топологической полугруппы), не являющегося топологической группой, является множество положительных действительных чисел, наделенное естественной топологией и сложением действительных чисел. При рассмотрении неотрицательных чисел получаем топологический моноид, также не являющийся топологической группой.
Пример 4Е.4. Группа вращений XE "группа:вращений" . Рассмотрим множество преобразований некоторой окружности в себя, определяемых поворотом окружности вокруг ее центра на какой-либо угол. На множестве Х всевозможных поворотов вводится операция суперпозиции указанных преобразований. Множество таких преобразований с этой операцией образует группу. Действительно, ассоциативность операции очевидна, единицей является тождественное преобразование, а обратным элементом – обратное преобразование. На множестве Х можно ввести топологию, при котором два поворота считаются близкими, если результаты действия этих преобразований будут отличаться на достаточно малый угол. Нетрудно убедиться, что данная операция непрерывной в смысле рассматриваемой топологии. В частности, пусть преобразования А( и А( (повороты на углы ( и ( соответственно) будут достаточно близки к преобразованиям А( ' и А( '. Это предполагает близость углов поворота ( и ( к углам ( ' и ( ' соответственно. В этом случае сумма ( +(  оказывается достаточно близкой к углу ( ' +( '. Тогда преобразование А( +(  (поворот на угол ( +() окажется достаточно близким к А( ' +( '. При этом обратный поворот А -( ' непременно будет близким к преобразованию А -( . Таким образом, получаем топологическую группу, называемую группой вращения окружности (см. рис. 4Е.4).

Замечание 4Е.10. Фактически описанная группа вращений уже использовалась ранее при определении множества Витали (см. блок D).
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Рис. 4Е.4. Топологическая группа вращения окружности.
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Рис. 4Е.5. Группа сдвигов Х на плоскости.

Замечание 4Е.11. Можно рассматривать группу вращений любой плоской фигуры (и даже не обязательно плоской). Аналогичную топологическую группу образует семейство преобразований сдвига, характеризуемых оператором А, определяемым соотношением 
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 для любого  х, где а – произвольная точка (см. рис. 4Е.5). Комбинируя сдвиги и повороты, мы получаем достаточно содержательную топологическую группу движения XE "группа:движения" . Последняя, в свою очередь, является частным случаем топологической группы преобразований XE "группа:преобразований" .
Замечание 4Е.12. В действительности, группа преобразований обладает существенно более богатыми свойствами. Она относится к весьма важному классу топологических групп – группам Ли XE "группа:Ли" , чрезвычайно интересным как с теоретической, так и с практической точки зрения. Эти объекты наделены одновременно структурой группы и аналитического многообразия, причем согласованность структур состоит в том, что рассматриваемые операции выражаются в локальных координатах аналитическими функциями. Однако рассмотрение этих объектов не входит в наши планы.

Любая топологическая группа, топология которой принадлежит классу Т1 (см. блок В), оказывается отделимым пространством.

Замечание 4Е.13. Указанное свойство говорит о том, что введение на топологическом пространстве дополнительной алгебраической структуры, согласованной с топологией, приводит к улучшению топологических свойств. С аналогичными результатами мы столкнемся и в дальнейшем. На первый взгляд, это обстоятельство может показаться удивительным, поскольку топологические и алгебраические свойства, как будто бы, не имеют друг к другу прямого отношения. Однако суть дела состоит в том, что на неотделимом топологическом пространстве класса Т1 просто невозможно задать групповую структуру, согласованную с топологий. Таким образом, мы убеждаемся в том, что чистые структуры оказываются в действительности не столь уж "чистыми". Если бы наделение множества алгебраической структурой вообще не отражалось бы на его топологических свойствах, то понятие смешанного объекта было бы лишено смысла. В этих условиях мы бы уже не получили возможность использования на практике богатейших свойств смешанных структур.
Замечание 4Е.14. На наличие некоторой связи между алгебраическими и топологическими структурами указывает и то обстоятельство, что понятие размерности пространства, являющееся естественным алгебраическим (точнее, линейным) свойством, оказывается также и топологическим инвариантом. Размерность топологического пространства непременно сохраняется при гомеоморфизмах. 
Замечание 4Е.15. На стыке алгебры и топологии располагаются две смежных математических дисциплины. Топологическая алгебра XE "алгебра:топологическая"  относится к алгебре и изучает свойства алгебраических объектов, наделенных топологиями, в которых все имеющиеся операции оказываются непрерывными. Тем самым описываемый на данном этапе материал относится именно к топологической алгебре. С другой стороны, алгебраическая топология XE "топология:алгебраическая"  является одним из важнейших разделов топологии и рассматривает такие свойства топологических объектов, которые не меняются при непрерывных деформациях. В частности, к алгебраической топологии относится как раз теория размерности XE "теория:размерности" .
В данном блоке мы пытаемся заложить основы аппарата функционального анализа XE "анализ:функциональный"  – обобщения классического математического анализа на бесконечномерные объекты. Понятие бесконечномерности мы ввели в теории линейных пространств. Однако оно является также и топологическим свойством. Поэтому вполне естественно обратиться к множествам, наделенным структурами линейного и топологического пространств одновременно. Естественно, они будут обладать структурой топологической группы. Однако существенно больший запас алгебраических свойств позволяет установить для них чрезвычайно важные дополнительные результаты.  

Комната 4Е.3. 
ЛИНЕЙНЫЕ ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА

Где же искать надежность и истинность, если даже само математическое мышление дает осечки. 

            Давид ГИЛЬБЕРТ

Рассматривается множество Х, наделенное топологией ( и структурой линейного пространства над некоторым полем S.

Определение 4Е.3. Множество  Х  с введенными структурами называется линейным топологическим пространством XE "пространство:линейное топологическое" , если все операции на нем непрерывны.

В линейном топологическом пространстве предполагается непрерывность операций сложения векторов и умножения скаляра на вектор,  т.е. отображений

(х,у) ( х + у,  х ( (х
для любого ((S. К числу линейных топологических пространств относятся рассмотренные ранее множества 
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 наделенные естественными топологиями и операциями (см. также последующая комната).

Если  U  есть окрестность нуля в Х, то множество

x + U  =  { y |  y = x + z,  z(U }

оказывается окрестностью произвольной точки х (см. рис. 4Е.6). 
Известно (см. блок С), что для описания топологии пространства достаточно указать окрестности произвольной его точки. Тогда задания топологии в линейных топологических пространствах достаточно рассмотреть лишь окрестности нулевого элемента. Отсюда, в частности, следует, что сходимость произвольной последовательности {xk} к какому-либо элементу х линейного топологического пространства сводится к сходимости к нулю последовательности {уk}, где 
уk = xk – х.

Замечание 4Е.16. В топологическом моноиде окрестности произвольной точки сводятся к окрестностям единичного элемента.

Замечание 4Е.17. Значительная простота определения окрестностей (а следовательно, и любых других топологических понятий) в линейных топологических пространствах (и других множествах со смешанной структурой) по сравнению с объектами, не наделенными алгебраическими операциями, является ярким проявлением богатства свойств множеств со смешанной структурой. 
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Рис. 4Е.6. Окрестность точки в линейном топологическом пространстве.

Одним из приложений теории линейных топологических пространств является теория рядов. Если конечная сумма 
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 записываемая кратко в виде 
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 может быть проанализирована исключительно алгебраическими средствами, то при рассмотрении ее бесконечного аналога непременно приходится привлекать топологический аппарат. 
Замечание 4Е.18. Это связано с тем, что реализация бесконечной процедуры суммирования далеко не очевидна. Достаточно вспомнить свойства бесконечной суммы 
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. Действительно, в силу ассоциативности сложения чисел ее, казалось бы, можно записать в виде 
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 и получить в результате нуль. С другой стороны, после перегруппировки слагаемых в виде 
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 как будто бы получается значение 1. Корректное выполнение бесконечных процедур связано с понятием предела, т.е. относится к ведению топологии. Однако наличие операции сложения предопределяет использование и алгебраического аппарата.
Пусть задана бесконечная сумма 
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 элементов линейного топологического пространства Х, называемая рядом XE "ряд"  и записываемая в виде 
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 Определим его частичную сумму  
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Определение 4Е.4. Ряд называется сходящимся XE "ряд:сходящийся"  к некоторому элементу 
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 называемому его суммой XE "сумма:ряда" , если имеет место сходимость 
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 в топологии пространства Х.
Замечание 4Е.19. Фактически мы уже сталкивались с рядами при определении интегралов (см. блок D). При этом рассматривались числовые ряды, а наличие на множестве действительных чисел структуры линейного топологического пространства неявно использовалось. В данном случае определяется сумма ряда на произвольном линейном топологическом пространстве. 
Замечание 4Е.20. В заключительной комнате будут рассматриваться ряды Фурье, используемые во многих приложениях анализа.
Рассмотрим теперь операторы, действующие в линейных топологических пространствах. Пусть Х и Y есть линейные топологические пространства над одним и тем же полем скаляров. Оператор, являющийся одновременно гомеоморфизмом топологических пространств Х и Y и изоморфизмом соответствующих линейных пространств, называется изоморфизмом XE "изоморфизм:линейных топологических пространств"  этих линейных топологических пространств. Если существует изоморфизм линейных топологических пространств Х и Y, то эти пространства изоморфны XE "пространства:линейные топологические, изоморфны" .
Замечание 4Е.21. Линейные непрерывные операторы оказываются морфизмами в категории линейных топологических пространств (см. этаж 5), т.е. аналогами линейного оператора в теории линейных пространств и непрерывного оператора в топологии. Можно ввести также понятие линейного топологического свойства XE "свойство:линейное топологическое"  множества, свойства, которое сохраняется при изоморфизмах линейных топологических пространств.

Пусть Х и Y – линейные топологические пространства. Рассматривается множество L(X,Y) всех линейных непрерывных операторов, действующих из Х в Y. Это множество само можно наделить некоторой структурой. Под суммой операторов А и В класса L(X,Y) понимается оператор (А+В) того же класса, характеризуемый равенством (А+В)х = Ах + Вх для всех х. Аналогично для любого числа ( оператор (А определяется соотношением ((А)х = ( Ах. Таким образом, указанное множество операторов наделяется структурой линейного пространства. В частности, нулевым элементом этого пространства оказывается оператор, который ставит в соответствие произвольному элементу пространства Х нулевой элемент пространства Y.
Замечание 4Е.22. Последним свойством мы воспользуемся в примере 4Е.8 при характеристике вариационных задач. 
Замечание 4Е.23. В пространстве L(X,Y) можно естественным образом ввести топологию, согласованную со структурой линейного пространства. При наделении пространств Х и Y дополнительной структурой последняя может быть распространена и на множество L(X,Y) (см. последующая комната).  

Замечание 4Е.24. Обратим внимание на эволюцию взглядов на пространство в Математике. Изначально под ним понимался исключительно геометрический объект – математическая абстракция реально существующего физического пространства, в котором мы существуем. При этом геометрическое понятие точки позволяет локализовать конкретное место в этом пространстве. Затем средствами аналитической геометрии был установлен изоморфизм между произвольной точкой на плоскости и парой чисел. Соответственно, трехмерное пространство представлялось всевозможными тройками чисел, интерпретируемыми как точки этого пространства. Переход к произвольной размерности n привел к понятию векторного пространства, элементами которого (т.е. точками) оказываются упорядоченные наборы n чисел, т.е. векторы. При этом оказалось, что важнейшие алгебраические и топологические свойства объектов в этом пространстве фактически не зависят от значения размерности. Устремив параметр n к бесконечности, мы получаем бесконечномерное пространство, в котором роль точек играют уже последовательности. Отсюда открывается естественный путь к функциональным пространствам. Его элементами (точками!) оказываются функции, т.е. объекты не только не конечные, но даже и не счетные. Наконец, интерпретируя L(X,Y) как пространство, наделенное соответствующими алгебраическими и топологическими свойствами, мы заключаем, что точками на нем оказываются операторы определенной природы. При этом к пространству операторов мы относимся с тех же самых позиций, что и к стандартному геометрическому пространству с обычными точками. Еще раз подчеркнем, что в Математике изучаются не столько конкретные объекты сами по себе, сколько их общие свойства. В этом смысле число, вектор, последовательность, функция, оператор и т.п. оказываются однотипными объектами (точками некоторых математических пространств), над которыми можно производить одни и те же общие процедуры, связанные с наделением рассматриваемых множеств теми или иными структурами. 
Особую роль среди пространств L(X,Y) играет случай 
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 соответствующий множеству всех линейных непрерывных функционалов, определенных на множестве Х.
Определение 4Е.5. Пространством Х*, сопряженным пространством XE "пространство:сопряженное"  к линейному топологическому пространству Х, называется множество всех линейных непрерывных функционалов, определенных на Х.

Замечание 4Е.25. Иногда про веденное таким образом сопряженное пространство и определяемый ниже сопряженный оператор говорят, что они является топологически сопряженными XE "оператор:топологически сопряженный"  в отличие от алгебраически сопряженных объектов, рассмотренных ранее (см. блок В) и не требующих непрерывности от функционалов и операторов (и вообще, наделения множеств топологической структурой).

Пространство Х называется самосопряженным XE "пространство:самосопряженное"  при  Х = Х*  и  рефлексивным XE "пространство:рефлексивное" , если  Х = Х**, где под Х** понимается пространство, сопряженное к Х*. В частности, самосопряженными являются пространства действительных и комплексных чисел.

Пример 4Е.5. Пространство 
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. Как отмечалось в блоке В, любой линейный функционал на евклидовом пространстве 
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 представляет собой линейный оператор (, действующий из 
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т.е. определяется числами (1, ... , (n. Естественно, этот оператор непрерывен. Таким образом, любой элемент пространства, сопряженного с  
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, характеризуется n действительными числами, т.е. может быть ассоциирован с n-мерным вектором. Тем самым евклидово пространство оказывается самосопряженным.
Замечание 4Е.26. Большинство линейных топологических пространств, используемых в функциональном анализе, наделены дополнительной структурой – нормой. Соответствующие им сопряженные пространства будут описаны в последующей комнате. 
Замечание 4Е.27. Чрезвычайно важное для приложений множество обобщенных функций XE "функция:обобщенная"  (называемых иначе распределениями XE "распределение" ), определяется как сопряженное к пространству бесконечно дифференцируемых функций, удовлетворяющих некоторым дополнительным условиям. Характерно, что оба эти пространства не являются нормируемыми, т.е. их естественная топология не может быть описана с помощью какой-либо нормы.
Замечание 4Е.28. Мы будем использовать понятие сопряженного пространства при анализе вариационной задачи (см. пример 4Е.8) и (что самое главное) при определении слабой топологии в линейных нормированных пространствах (см. последующая комната).

Как и в теории линейных пространств, можно ввести понятие сопряженного оператора. Пусть даны линейные нормированные пространства Х и Y и оператор А(L(X,Y).

Определение 4Е.6. Оператор A*(L(Y*,X*) называется сопряженным XE "оператор:сопряженный"  к А, если справедливо соотношение
у*(Ax)  =  (A*y*) x (x(X, y*(Y*.

В блоке В отмечалось, что произвольный линейный оператор, действующий на пространстве 
[image: image53.wmf]n
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, представляет собой квадратную матрицу n-ого порядка. Очевидно, этот оператор является непрерывным. Соответствующим сопряженным оператором оказывается транспонированная матрица (см. блок В). 
Замечание 4Е.29. Понятие сопряженного оператора и определяемого им сопряженного уравнения XE "уравнение:сопряженное"  широко применяется в функциональном анализе, теории дифференциальных и интегральных уравнений, теории оптимального управления. В частности, они используются в таком глубоком результате функционального анализа, как альтернатива Фредгольма, а также входят в состав принципа максимума Понтрягина, являющегося важнейшим необходимым условием оптимальности. 

Выше рассматривались линейные операторы, действующие в линейных топологических пространствах. При исследовании нелинейных операторов широко применяется одна из важнейших математических операций – дифференцирование XE "дифференцирование" . Как известно, функция 
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 называется дифференцируемой в точке 
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 если существует предел 
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называемый производной XE "производная:функции"  функции и обозначаемый через 
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 Очевидно, определение производной включает в себя три процедуры: вычисление значения функции, выполнение арифметических операций и предельный переход. Это обстоятельство позволяет ввести понятие производной операторов, действующих в линейных топологических пространствах. Пусть Х и Y есть линейные топологические пространства, А – оператор, действующий из Х в Y.

Определение 4Е.7. Оператор А называется дифференцируемым по Гато XE "оператор:дифференцируемый по Гато"  в точке 
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 если существует такой линейный непрерывный оператор 
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 (производная Гато XE "производная:Гато" ), действующий из Х в Y, что при 
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 имеет место сходимость
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Замечание 4Е.30. Естественно, каждой точке из области определения оператора соответствует свое значение производной, если таковая существует.
Замечание 4Е.31. Наряду с производной Гато применяются другие типы операторных производных, например, производная Фреше. 

Очевидно, производная оператора А является элементом пространства L(X,Y). Таким образом, производная функционала, определенного на линейном топологическом пространстве Х, является линейным непрерывным функционалом на Х, т.е. объектом сопряженного пространства Х *. 
Очевидно, для любого линейного непрерывного оператора А справедливо равенство
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Таким образом, линейный непрерывный оператор дифференцируем по Гато в любой точке, причем его производная совпадает с самим оператором. 

Замечание 4Е.32. Последний пример говорит о том, что теория дифференцирования – это фактически теория нелинейных операторов (см. также замечание 4Е.35).
Пример 4.Е6. Конечномерный случай. При 
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 мы имеем дело с функцией одной переменной. Если рассматриваемый оператор А (т.е. функция) дифференцируем в некоторой точке х, то справедливо соотношение

[image: image65.wmf]0

()()

'() .

lim

AxhAx

Axhh

s

s

s

®

+-

="Î

¡


Таким образом, производная Гато функции одной переменной совпадает с ее обычной производной. При 
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 получаем функцию многих переменных. Для определения ее производной Гато в точке 
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 требуется перейти к пределу в равенстве
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при 
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 для любого вектора 
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 Если функция дифференцируема по всем своим переменным, то после перехода к пределу получаем соотношение
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Правая часть полученного выражения представляет собой скалярное произведение (см. заключительная комната) векторов
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и h. Таким образом, справедливо равенство
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где выражение в круглых скобках обозначает скалярное произведение. Следовательно, производной Гато функции многих переменных оказывается вектор, компонентами которого являются совокупность частных производных этой функции в данной точке, т.е. попросту ее градиент. 

Рассмотрим некоторые приложения теории дифференцирования.

Пример 4.Е7. Вариационная задача XE "задача:вариационная" . Пусть требуется минимизировать некоторый функционал I на линейном топологическом пространстве Х. Если в некоторой точке х достигается минимум этого функционала, то справедливо неравенство 
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 для всех значений 
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 Выбирая в качестве у значение 
[image: image76.wmf],

xh

s

+

 где ( – положительное число, а h – произвольный элемент пространства Х, получаем соотношение 
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. Предположим, что рассматриваемый функционал дифференцируем по Гато в точке х. Тогда, разделив последнее неравенство на число ( и переходя к пределу при 
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 получаем неравенство 
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 справедливое для любого 
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 Пусть z есть произвольный элемент пространства Х. Выбирая в полученном неравенстве в качестве h значения z и -z, установим соотношения 
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 Последнее из них в силу линейности производной может быть записано в виде 
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 В результате получаем равенство 
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 Таким образом, производная 
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 будучи линейным непрерывным функционалом на Х (элементом сопряженного пространства Х*), ставит в соответствие произвольному элементу пространства Х число нуль, т.е. нулевой элемент множества действительных чисел. Тем самым 
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 оказывается нулевым элементом пространства Х*, т.е. справедливо равенство 
[image: image87.wmf]'()0,
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 в правой части которого стоит не число, а нулевой элемент Х*. Итак, для того чтобы точка х минимизировала функционала I в пространстве Х, необходимо, чтобы производная этого функционала в данной точке обращалась в нуль (точнее, была нулевым элементом соответствующего сопряженного пространства). Полученный результат, называемый условием стационарности XE "условие:стационарности" , является обобщением классического утверждения о том, что необходимым условием минимума функции в некоторой точке является равенство нулю производной этой функции в данной точке. 
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Рис. 4Е.7. Метод Ньютона решения алгебраических уравнений. 
Замечание 4Е.33. С помощью производной Гато задача минимизации функционала (вариационная задача) сводится к решению уравнению 
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 Естественно, в общем случае эти две задачи не эквивалентны, т.е. не всякое решение указанного уравнения минимизирует функционал общего вида.
Замечание 4Е.34. Если рассматривается задача минимизации дифференцируемого функционала I на выпуклом подмножестве U линейного топологического пространства X, то условие стационарности заменяется на более общее соотношение 
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 называемое вариационным неравенством XE "неравенство:вариационное" .
Пример 4Е.8. Метод Ньютона – Канторовича XE "метод:Ньютона - Канторовича" . Для решения алгебраического уравнения 
[image: image91.wmf]()0
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 широко применяется метод Ньютона XE "метод:Ньютона"  или метод касательных XE "метод:касательных" . Он представляет собой итерационный процесс, характеризуемый равенствами (см. рис. 4Е.7):
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С помощью понятия производной оператора этот результат можно распространить на операторные уравнения вида 
[image: image93.wmf]0,
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 где А есть некоторый оператор, связывающий два линейных топологических пространства. Для решения данного уравнения можно воспользоваться методом Ньютона – Канторовича: 
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В правой части последнего соотношения находится оператор, обратный к производной оператора А. Действуя этой производной на левую и правую часть последнего равенства, будем иметь
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Полученное соотношение представляет собой линейное (в силу линейности производной) операторное уравнение относительно неизвестной величины 
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Замечание 4Е.35. Метод Ньютона – Канторовича относится к классу чрезвычайно важных в вычислительной математике методов квазилинеаризации XE "метод:квазилинеаризации" . При этом для решения исходной нелинейной задачи осуществляется многократное решение соответствующих линейных задач.
Замечание 4Е.36. Последний пример служит иллюстрацией того факта, что теория дифференцирование является инструментом локальной линеаризации нелинейных объектов. Линеаризационная природа операции дифференцирования проявляется уже в определении производной функции. В частности, гладкая функция общего вида (нелинейный объект) может быть локально (в окрестности точки дифференцирования, см. рис. 4Е.8) аппроксимирована своей касательной (линейным объектом). Последняя же определяется производной рассматриваемой функции в данной точке. Указанное обстоятельство предопределяет широкое применение теории дифференцирования в нелинейном анализе. Помимо теории экстремума (см. пример 4Е.8), теории уравнений и вычислительной математики (см. пример 4Е.9) имеются и другие приложения этого аппарата. Так, в теории динамических систем согласно первому методу Ляпунова XE "метод:Ляпунова"  устойчивость нелинейной системы устанавливается на основе исследования ее линейного приближения, получаемого с помощью дифференцирования оператора, определяющего систему. В дифференциальной топологии основным понятием является гладкое многообразие XE "многообразие:гладкое"  – нелинейный объект, который устроен локально, как линейное пространство. Исследование группы Ли (нелинейного объекта) часто сводится к анализу соответствующей алгебры Ли (линейного объекта), представляющего собой касательное пространство к исходному объекту.  
Замечание 4Е.37. В классическом математическом анализе с производной функции связано понятие дифференциала XE "дифференциал"  – главной линейной части ее приращения. При этом подразумевается, что приращение функции аппроксимируется (отсюда слово "главная") линейной функцией. К понятию дифференциала примыкает операторная производная Фреше XE "производная:Фреше" .
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Рис. 4Е.8. Локальная аппроксимация функции касательной. 

В дальнейшем мы будем наделять линейные топологические 
пространства дополнительными структурами. Если до сих пор мы продвигались вперед (от топологического группоида к линейному топологическому пространству), усиливая алгебраическую структуру множества, то теперь нам предстоит наделить его дополнительными свойствами топологической природы.

Комната 4Е.4. 
ЛИНЕЙНЫЕ НОРМИРОВАННЫЕ ПРОСТРАНСТВА

Математика – это человеческая деятельность, которая начинается и протекает в разуме человека.

          Лёйтзен БРАУЭР

Рассмотрим один специальный класс линейных топологических пространств. Для простоты мы ограничимся случаем, когда в качестве скаляров выбираются действительные числа. Итак, дано линейное пространство  Х  над полем действительных чисел.
Определение 4Е.8. Функционал ||(|| на множестве Х называется нормой XE "норма" , если выполняются следующие условия:
1) || х || ( 0  (х(Х,  || х || = 0  исключительно при  х = 0;

2) || ( х ||  = |(| || х || 
[image: image98.wmf]a

"Î

¡

, x(X;

3) || х + у ||  (  || х || + || у ||  (х,у(Х.

Множество Х с введенными операциями и нормой называют линейным нормированным пространством XE "пространство:линейное нормированное" .
Замечание 4Е.38. Равенство  х = 0  в последнем определении подразумевает, что х есть нулевой элемент линейного пространства Х, а никак не число "нуль". 

Замечание 4Е.39. Вместо выражения ||(|| часто используют более полную запись ||(||Х, где подчеркивается, что речь идет именно о норме пространства Х. Конкретизация нормы особенно необходима в том случае, когда на одном носителе определяется несколько норм. При этом вместо индекса Х в обозначении нормы могут использоваться и другие символы (см. последующие примеры). 

Замечание 4Е.40. Если Х есть линейное пространство над полем комплексных чисел, то условие 2) должно выполняться для всех 
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, а под |(|  понимается модуль соответствующего комплексного числа.

В линейном нормированном пространстве можно ввести метрику с помощью соотношения 

((х,у) = || х – у || (х, у(Х.

Соответствующая ей топология согласована с алгебраической структурой на множестве Х, что гарантируется свойствами нормы. Таким образом, линейное нормированное пространство оказывается линейным топологическим пространством. При этом под окрестностью нуля можно понимать, например, совокупность всех точек, норма которых не превосходит какого-либо фиксированного значения, что соответствует замкнутому шару с центром в нуле. Соответствующие окрестности произвольной точки получаются путем сдвига указанной окрестности нуля (см. предшествующая комната), т.е. оказываются замкнутыми шарами с центром в этой точке.

Замечание 4Е.41. Можно ввести понятие линейного метрического 
пространства XE "пространство:линейное метрическое"  – множества, наделенного согласованными структурами линейного и метрического пространства. При этом линейное нормированное пространство непременно оказывается линейным метрическим. Учитывая, что все метрические пространства отделимы, заключаем, что любое линейное нормированное пространство отделимо.

Замечание 4Е.42. Линейное метрическое пространство называют нормируемым XE "пространство:нормируемое" , если на его носителе можно определить норму, связанную с метрикой приведенным выше равенством. Понятно, что любое метрическое пространство, не наделенное линейной структурой, заведомо не нормируемо. К числу ненормируемых (и даже не метризуемых) линейных топологических пространств относятся множество обобщенных функций, а также определяемое ниже линейное нормированное пространство со слабой топологией.
Замечание 4Е.43. Среди свойств множеств в линейных пространствах чрезвычайно важную роль играет выпуклость (см. блок В). Если в линейном топологическом пространстве существует фундаментальная система выпуклых окрестностей нуля, то пространство называется локально выпуклым XE "пространство:локально выпуклое"   и обладает дополнительными топологическими и алгебраическими свойствами. К числу локально выпуклых пространств относятся все рассматриваемые в дальнейшем объекты. При этом не всякое локально выпуклое пространство является нормируемым.
Простейшими примерами линейных нормированных пространств над полем действительных чисел являются множества 
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 и 
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 с нормой ||х|| = |х|. В евклидовом пространстве 
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задает норму. Рассматривается множество 
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 XE "пространство: " 
 последовательностей, суммируемых со степенью р(1, т.е. таких, для которых ряд, составленный из модулей элементов последовательности, взятых в степени р. На нем можно задать норму с помощью равенства
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В пространстве ограниченных последовательностей 
[image: image107.wmf]l
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 XE "пространство: l("  определяется норма
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На множестве C[0,1] непрерывных функций на отрезке [0,1] можно задать следующие нормы:
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Пространство Lp(0,1) XE "пространство:Lp(0,1)"  состоит из функций, измеримых на отрезке [0,1] и интегрируемых там в смысле Лебега со степенью р(1, т.е. удовлетворяющих соотношению
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Норма на нем характеризуется равенством
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Замечание 4Е.44. Естественно, можно определить пространства непрерывных и интегрируемых функций, заданных не только на единичным отрезке, но и в областях общего вида, в том числе, многомерных.
Замечание 4Е.45. При работе с линейными топологическими пространствами надо четко определить природу нулевого элемента. В частности, если интеграл Лебега от некоторой функции обращается в нуль, то сама функция не обязательно тождественно равна нулю. Она может быть отлична от нуля на множестве нулевой меры, т.е. равной нулю почти всюду (см. блок D XE "свойство:справедливое почти всюду" ). В этой связи для справедливости условия 1) в определении 4Е.6. предполагается, что две функций, различающиеся лишь на множестве нулевой меры  (т.е. равные почти всюду) представляют собой один и тот же элемент пространства Lp(0,1). Таким образом, последнее представляет собой фактормножество с факторизацией относительно равенства функций почти всюду. Ранее отмечалось, что две измеримых функции, совпадающие почти всюду, считаются эквивалентными. Итак, элементами пространств интегрируемых функций оказываются классы эквивалентных в указанном смысле функций. 
Замечание 4Е.46. В приложениях рассматривается также пространство существенно ограниченных XE "функция:существенно ограниченная"  (ограниченных всюду, за исключением, быть может, множества нулевой меры) функций L((0,1) XE "пространство: L((0,1) " .
Пусть Х и Y есть линейные нормированные пространства, А – линейный оператор, действующий из Х в Y. Говорят, что оператор А сохраняет норму XE "оператор:сохраняющий норму" , если справедливо соотношение ||Ax|| = ||x|| для всех х(Х. Если оператор А обратим, причем как он сам, так и соответствующий обратный оператор сохраняют норму, то его называют изоморфизмом линейных нормированных пространств XE "изоморфизм:линейных нормированных пространств" . При этом сами пространства считаются  изоморфными XE "пространства:линейные нормированные, изоморфные" .
Замечание 4Е.47. Очевидно, оператор, сохраняющий норму, является изометрическим, а изоморфизм линейных нормированных пространств – изометрией и изоморфизмом линейных пространств. Эти операторы соответствуют морфизмам и изоморфизмам в категории линейных нормированных пространств.
Комната 4Е.5. БАНАХОВЫ ПРОСТРАНСТВА

Полезность математики, обычно известной своими элементарными разделами, не только не иссякает при переходе к высшим ее разделам, но и возрастает по мере развития этой науки.

       Леонард ЭЙЛЕР

При изучении метрических пространств мы уже отмечали 
чрезвычайную важность свойства полноты. Линейные нормированные пространства являются метрическими. Следовательно, имеют смысл 
полные линейные нормированные пространства. В результате приходим к понятию банаховых пространств, играющих чрезвычайно важную роль в современном анализе. 

Определение 4Е.9. Полное линейное нормированное пространство называется банаховым пространством. XE "пространство:банахово" 
Из рассмотренных ранее линейных нормированных пространств банаховым не является лишь множество непрерывных функций с любой из интегральных норм.

Замечание 4Е.48. Мы уже отмечали его неполноту при изложении метрических пространств.

Пусть Х и Y есть линейные нормированные пространства. Множество L(X,Y) всех линейных непрерывных операторов, действующих из Х в Y, с описанными ранее операциями является линейным нормированным пространством с нормой
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Если Y – банахово пространство, то пространство L(X,Y) – 
банахово. В частности, таковым будет множество всех линейных 
непрерывных функционалов, определенных на линейном нормированном пространстве Х, т.е. сопряженное пространство Х*.
Пример 4Е.9. Пространство l2 XE "пространство:l2" . Любой элемент х из l2 представляет собой суммируемую с квадратом последовательность {xi}. Это означает, что выполняется условие
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Нетрудно убедиться, что для любой суммируемой с квадратом последовательности ( = {(i} ряд
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сходится. Отметим, что любому элементу х рассматриваемого пространство ставится в соответствие число ((х), равное сумме последнего ряда. Следовательно, величина ( однозначно определяет некоторый функционал на l2. Отображение х(((х) линейно. Нетрудно убедиться, что оно непрерывно. Таким образом, выражение ((х) действительно является значением линейного непрерывного функционала ( в точке х  из l2 . Тем самым пространство l2 оказывается самосопряженным.
Самосопряженным будет также пространство L2(0,1). При 1<p<( сопряженными к пространствам 
[image: image115.wmf]p
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 и Lp(0,1) являются соответственно, пространства lp' и Lp' (0,1), где 1/p + 1/p' = 1. Эти пространства рефлексивны. Пространства l( и L((0,1) являются сопряженным к l1 и L1(0,1). Все эти пространства не рефлексивны, как и множество непрерывных функций. 
Замечание 4Е.49. Более точно, пространства, сопряженные к пространствам 
[image: image116.wmf]p
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 и Lp(0,1), изоморфны lp' и Lp'(0,1). Однако, как уже неоднократно отмечалось, изоморфные объекты в рамках соответствующей теории (в терминах этажа 5 – в данной категории) обладают совершенно одинаковыми свойствами, а значит, не различаются.

Замечание 4Е.50. Пространства l1 и L1(0,1) не являются сопряженными ни к какому банаховому пространству и обладают тем самым не очень хорошими свойствами (в частности, для них не выполняются утверждения рассматриваемой в дальнейшем теоремы Банаха – Алаоглу). 

На линейных нормированных пространствах можно определить любые топологические (и даже метрические!) понятия, в частности, сходимость. Естественная топология (и соответствующая ей сходимость), определяемая нормой (т.е. метрикой), называется сильной XE "топология:сильная" . Однако можно ввести и более слабую (см. блок С) топологию, которая приводит к принципиально иному типу сходимости.

Определение 4Е.10. Говорят, что последовательность {xk}  
слабо сходится XE "сходимость:слабая"   к элементу  х на линейном нормированном пространстве Х, если для любого ((X* имеем место условие ((xk) ( ((x). Соответствующая ей топология называется  слабой топологией XE "топология:слабая" .

Замечание 4Е.51. Любое топологическое свойство (компактность, замкнутость, непрерывность и т.п.) в смысле слабой топологии рассматриваемого пространства называется слабым (слабой компактностью XE "компактность:слабая" , слабой замкнутостью XE "замкнутость:слабая"  и т.д.).

В конечномерном пространстве понятия сильной и слабой 
топологии эквивалентны (в частности, последовательность сходится слабо тогда и только тогда, когда имеет место соответствующая сильная сходимость). В любом пространстве сильная сходимость всегда влечет слабую.

Пример 4Е.10. Пространство l2 XE "пространство:l2" . Рассмотрим последовательность  {xk}, определяемую следующим образом:

x1 = {1,0,0,...}, x2 = {0,1,0,...}, x3 = {0,0,1,...}, ... .

В силу самосопряженности пространства l2 любой элемент ( из сопряженного к нему пространства принадлежит классу l2, а значит, представляет собой суммируемую с квадратом последовательность. Для любого элемента у = {уi} справедливо равенство
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В частности, ((xk) = (k. Поскольку ряд, составленный из квадратов (k, сходится, общий член этого ряда при k(( должен стремиться к 
нулю. Если через ( обозначить нулевой элемент пространства l2, т.е. последовательность, состоящую из одних нулей, то окажется, что 
((() = 0. Таким образом, справедливо соотношение ((xk) ( ((() для всех (, а значит,  xk((  слабо в l2. Однако из равенства || xk – ( || = 1 следует, что сильная сходимость последовательности {xk} к ( не имеет места. Таким образом, из слабой сходимости последовательности в бесконечномерном пространстве, вообще говоря, не следует ее сильная сходимость. 

Замечание 4Е.52. Последний результат и является проявлением того факта, что слабая топология пространства, вообще говоря, слабее сильной.

Замечание 4Е.53. Неэквивалентность сильной и слабой топологии в бесконечномерных пространствах обозначает водораздел между классическим математическим анализом, изучающим конечномерные объекты, и функциональным анализом, связанным, главным образом, с рассмотрением объектов бесконечномерной природы.

Замечание 4Е.54. В пространстве последовательностей l1 сильная и слабая сходимость последовательностей эквивалентны.
Практическое применение слабой топологии в значительной степени обусловлено теоремой Банаха – Алаоглу XE "теорема:Банаха - Алаоглу" , согласно которой замкнутый ограниченный шар в рефлексивном банаховом пространстве является слабо компактным. Это утверждение широко применяется при доказательстве сходимости последовательностей в бесконечномерных пространствах. 
Замечание 4Е.55. Пусть, например, требуется установить сходимость некоторой последовательности {xk} в рефлексивном банаховом пространстве Х. Предположим, что удалось показать, что она ограничена (см. метрическое понятие ограниченности, см. блок С), т.е. существует такая положительная константа с, что имеют место соотношения || xk || ( с, k = 1,2,... . Тем самым рассматриваемая последовательность принадлежит шару радиуса с с центром в нуле пространства Х. Этот шар является слабо компактным множеством, а значит, из любой последовательности его элементов можно выделить слабо сходящуюся подпоследовательности. Следовательно, из {xk} можно извлечь такую подпоследовательность {xs}, что xs(х слабо в Х. Таким образом устанавливается существование (слабого) предела рассматриваемой последовательности.
Замечание 4Е.56. Теорема Банаха – Алаоглу обобщает классическую теорему Больцано – Вейерштрасса XE "теорема:Больцано - Вейерштрасса" , согласно которой из любой ограниченной последовательности можно выделить сходящуюся подпоследовательность. Таким образом, ограниченное множество на прямой (в действительности, в любой конечномерном пространстве) является компактным. Вспомним, что в конечномерном случае слабая и сильная топологии совпадают. Таким образом, теорема Больцано – Вейерштрасса является конечномерным вариантом существенно более общей теоремы Банаха – Алаоглу.

Замечание 4Е.57. Утверждения теоремы Банаха – Алаоглу можно распространить и на пространства, которые не будучи рефлексивными, являются, тем не менее, сопряженными к какому-либо банаховому пространству. Это относится, в частности, к пространствам l( и L((0,1). При этом вместо слабой топологии необходимо рассматривать более слабую топологию, называемую (-слабой XE "топология: (-слабая" . В то же время естественное обобщение теоремы Банаха – Алаоглу на пространства, не являющиеся сопряженными к банаховым (например, на L1(0,1)    и l1), принципиально невозможно.

Чрезвычайно важным обстоятельством является тот факт, что слабая топология в любом бесконечномерном пространстве отделима, а значит, любая слабо сходящаяся последовательность имеет единственный предел. К сожалению, эта топология не метризуема. Таким образом, банахово пространство (и вообще, линейное нормированное пространство), наделенное слабой топологией, не образует линейное метрическое, а, тем более, линейное нормированное пространство.

Замечание 4Е.58. Невозможность формулировки слабой сходимости на языке какой-либо метрики (тем более, нормы) и отсутствие простых критериев сильной сходимости в бесконечномерных пространствах в значительной степени является оправданием рассмотрения абстрактных топологических пространств. Существенно более простой и наглядный аппарат метрических (тем более, нормированных) пространств, к сожалению, оказывается не достаточным для решения обширного класса прикладных задач. Таким образом, работа с общими топологическими пространствами (в частности, со слабой топологией банаховых пространств) – это удел не только математика-теоретика, но и математика-прикладника, если только он собирается всерьез решать прикладные задачи, а не довольствуется приближенным решением, получаемым вслепую.

Для работы со слабой сходимостью надо уметь строить сопряженные пространства. Однако имеется класс банаховых пространств, для которых существует более простой способ описания слабой топологии.
Комната 4Е.6. ГИЛЬБЕРТОВЫ ПРОСТРАНСТВА

Большое преимущество геометрии состоит в том, что в ней чувства могут прийти на помощь рассудку и помогают отгадать нужный путь.

Анри ПУАНКАРЕ

Пусть задано линейное пространство Х над полем действительных чисел.

Определение 4Е.11. Отображение, ставящие в соответствие двум векторам х и у из Х действительное число (х,у), называется скалярным произведением XE "произведение:скалярное" , если справедливы соотношения:
1)  (х,х) ( 0  (х(Х;  (х,х) = 0  исключительно при х = 0; 

2)  (х,у) = (у,х)  (х,у(Х;

3)  (х, (y + (z) = ((x,y) + ((x,z) (x,y,z(X; (,((
[image: image118.wmf]¡
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Замечание 4Е.59. Можно ввести скалярное произведение и над полем комплексных чисел. При этом в условии 2) в правой части равенства необходимо брать величину, комплексно сопряженную к указанной, а в условии 3) выбирать параметры ( и ( из множества комплексных чисел. 
Скалярное произведение в евклидовом пространстве 
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 определяется равенством
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В пространстве l2   может быть введено скалярное произведение
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В пространствах C[0,1] и L2(0,1) XE "пространство:L2(0,1) " скалярное произведение задается интегралом:
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Замечание 4Е.60. Можно убедиться, что в определенных выше скалярных произведениях разница только в мере, по которой осуществляется интегрирование. В частности, сумму можно интерпретировать как интеграл по мере, являющейся суммой мер Дирака, сосредоточенных в различных точках. 
Замечание 4Е.61. При рассмотрении линейных пространств над полем комплексных чисел для определения скалярного произведения в правых частях приведенных выше равенствах один из сомножителей заменяется на свое комплексное сопряжение.
В пространстве со скалярном произведением можно ввести норму с помощью равенства


[image: image123.wmf] 

||||(,)  

.

xxxxX

="Î


Определение 4Е.12. Пространство со скалярным произведением, 
полное в смысле указанной нормы, называется гильбертовым 
пространством XE "пространство:гильбертово" .

Замечание 4Е.62. Часто в определение гильбертова пространства вводят требование бесконечномерности, относя при этом конечномерные пространства со скалярным произведением к самостоятельному классу евклидовых пространств. 
Замечание 4Е.63. Структура гильбертова пространства характеризуется заданной на его носителе структурой линейного пространства, а также скалярным произведением. Они согласованы в силу аксиом скалярного произведения.

Замечание 4Е.64. Можно ввести также гильбертово пространство над полем комплексных чисел, которое находит широкое приложение, например, в квантовой механике. Это объясняется тем обстоятельством, что уравнение Шредингера XE "уравнение:Шрёдингера" , являющееся основным уравнением квантовой механики, характеризует комплекснозначную (волновую) функцию.

Пространства 
[image: image124.wmf]n
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, l2  и L2(0,1) – гильбертовы, a C[0,1] – нет. Оператор А, действующий из гильбертова пространства Х в гильбертово пространство Y, называется унитарным XE "оператор:унитарный" , если он сохраняет скалярное произведение, т.е. выполнено соотношение (Ax,Ay) = (x,y) для всех х,у(Х. Если оператор А обратим, причем как он сам, так и соответствующий обратный оператор унитарны, то его называют изоморфизмом гильбертовых пространств XE "изоморфизм:гильбертовых пространств" . Если существует изоморфизм гильбертовых пространств Х и Y, то эти пространства изоморфны XE "пространства:гильбертовы, изоморфные" .

Замечание 4Е.65. В приведенном выше соотношении для простоты скалярные произведения в различных гильбертовых пространствах обозначены одинаково.

Замечание 4Е.66. Унитарный оператор сохраняет норму и является морфизмом в категории гильбертовых пространств. 

Любое сепарабельное гильбертово пространство изоморфно 
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. Любое n-мерное гильбертово пространство изоморфно 
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Замечание 4Е.67. Указанные результаты могут показаться весьма удивительными, особенно то обстоятельство, что пространство функций L2(0,1) оказывается изоморфным пространству последовательностей 
[image: image127.wmf]2
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. Однако это говорит лишь о том, что все свойства, которые могут быть установлены в рамках теории гильбертовых пространствах (т.е. гильбертовы свойства), у них одинаковы. Вспомним, что любая интегрируемая с квадратом функция однозначно характеризуется последовательностью своих коэффициентов Фурье, которая и принадлежит классу 
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. Указанные пространства, естественно, не совпадают. Но их различие может быть установлено не на основе теории гильбертовых пространствах.

Замечание 4Е.68. Любое конечномерное гильбертово пространство над полем комплексных чисел изоморфно пространству комплексных векторов соответствующей размерности, а любое сепарабельное гильбертово пространство над полем комплексных чисел изоморфно пространству последовательностей комплексных чисел, суммируемых с квадратом модуля.

По определению любое гильбертово пространство является 
банаховым. Более того, оно рефлексивно. Кроме того, справедливо теорема Рисса XE "теорема:Рисса" , согласно которой для любого линейного непрерывного функционала ( на гильбертовом пространстве Х существует такой элемент ( из Х, что справедливо равенство 
((x) = ((,x) (х(Х,
причем отображение, сопоставляющее элементу ( значение (, является изоморфизмом. Согласно теореме Рисса сопряженное к гильбертову пространству с точностью до изоморфизма совпадает с самим пространством. Отсюда следует, что слабая сходимость в гильбертовом пространстве XE "сходимость:слабая, в гильбертовом пространстве"  может быть охарактеризована с помощью скалярного произведения. Так, условие  xk ( х  слабо в Х означает, что
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Следовательно, для описания слабой топологии гильбертова пространства не требуется переходить к сопряженному пространству, что приводит к существенным техническим упрощениям. 

Гильбертовы пространства обладают и рядом других чрезвычайно важных свойств (в частности, геометрических), вообще говоря, не характерных для банаховых пространств общего вида. В этой связи гильбертовы пространства находят многочисленные приложения во многих направлениях  математики, а также в теоретической физике. Мы ограничимся приведением некоторых сведений, относящихся к теории рядов Фурье.

Семейство S элементов гильбертова пространства Х называется ортонормированным XE "семейство:ортонормированное" , если скалярное произведение 
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 равно нулю для любых различных элементов множества S и равно единице при 
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 Если S является ортонормированным семейством пространства  Х и не существует другого ортонормированного семейства на Х, содержащего S в качестве собственного подмножества (т.е. более широкого ортонормированного семейства), то S называют ортонормированным базисом XE "базис:ортонормированный"  (или просто базис) пространства Х. 
Замечание 4Е.69. В функциональном анализе используются и другие определения базиса пространства. Вспомним, что с базисом мы сталкивались в теории линейных пространств (см. блок В) и в топологии (см. блок С). Еще одна форма базиса будет использоваться на пятом этаже при определении общего понятия структуры.
Любое гильбертово пространство имеет ортонормированный базис. В частности, в пространстве 
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 в качестве базиса можно выбрать векторы (орты)
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В пространстве 
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 базис образуют последовательности
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В пространстве L2(0,1) можно выбрать следующий базис:
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Замечание 4Е.70. Естественно, определение базиса гильбертова пространства не однозначно. 

Бесконечномерное гильбертово пространство имеет счетный базис тогда и только тогда, когда оно сепарабельно. В частности, таковыми являются пространства 
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 и L2(0,1). Если 
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 есть базис сепарабельного гильбертово пространства Х, то число 
[image: image139.wmf](,)

k

xe

 называется коэффициентом Фурье XE "коэффициент:Фурье"  элемента 
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 относительно данного базиса, а соответствующий ряд 
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 – его рядом Фурье XE "ряд:Фурье" . Указанный ряд Фурье сходится к элементу х. В частности, любая функция, интегрируемая с квадратом, представима в виде ряда Фурье по выше указанному базису (синусам). Конечномерным аналогом этой процедуры является разложение вектора 
[image: image142.wmf]12

(,,...,)

n

xxxx

=

 по координатным осям (см. рис. 4Е.9):
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Замечание 4Е.71. Возможность разложения функции в ряд Фурье существенно используется, например, в методе Фурье XE "метод:Фурье"  для уравнений математической физике. 
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Рис. 4Е.9. Разложение вектора по координатным осям. 
Замечание 4Е.72. Многочисленные примеры базисов в гильбертовом пространстве дает спектральная теория операторов XE "теория:операторов, спектральная" . В частности, собственные векторы симметричной матрицы образуют базис евклидова пространства соответствующей размерности, а собственные векторы компактного самосопряженного оператора – в сепарабельном гильбертовом пространстве (согласно теореме Гильберта – Шмидта XE "теорема:Гильберта - Шмидта" ). Характерно, что в конечномерном случае для обоснования этого результата достаточно привлечения исключительно алгебраического аппарата (спектр – конечен). В бесконечномерном случае (спектр – счетное множество) возникает необходимость в привлечении топологического аппарата для доказательства сходимости рядов Фурье. Отказ от требования компактности приводит к спектральной теореме XE "теорема:спектральная" , в которой используется интеграл Стилтьеса (см. блок D). В этих условиях спектр не обязательно является счетным, а несчетным аналогом ряда Фурье может служить интеграл Фурье XE "интеграл:Фурье" . Характерно, что конечномерный, счетный и несчетный случаи могут быть описаны единообразно на основе аппарата теории меры.    

Мы ограничились беглым рассмотрением множеств, наделенных одновременно алгебраической и топологической структурами. Естественно, в Математике встречаются и другие типы смешанных структур.

Замечание 4Е.73. Характерно, что именно на стыке алгебры и топологии возникло такое направление, как теория категорий, составляющее основу пятого этажа здания.

Замечание 4Е.74. Завершая рассмотрение объектов со смешанной структурой, еще раз вспомним про числа, являющиеся наиболее яркими представителями множеств, наделенных всеми типами структур одновременно. 
На четвертом мы рассмотрели различные классы множеств, наделенных некоторой структурой. Однако само по себе понятие структуры у нас отсутствовало. В этой связи у нас еще пока нет оснований считать, что столь разные объекты, как упорядоченные множества и группы, топологические пространства и пространства с мерой являются частными случаями какого-то обобщающего математического понятия. В то же время нельзя не заметить определенную аналогию между такими понятиями, как упорядоченное подмножество, подгруппа, топологическое подпространство и т.п. Все они строятся по единой схеме. Сначала рассматривается некоторое множество, наделенное какими-то специфическими свойствами (порядком, операцией, топологией и др.). А затем осуществляется переход к какому-либо подмножеству данного множества, на которое переносятся свойства исходного множества. Обратим внимание также на такие понятия, как монотонный оператор, гомоморфизм, линейный оператор, непрерывный оператор, изометрический оператор, измеримый оператор и др., связывающие два однотипных множества и сохраняющие основополагающие свойства этих множеств (порядок, операции, близость, измеримость). Существует явная аналогия между произведением группоидов и произведением упорядоченных множеств, факторгруппой и фактортопологией, образом порядка и образом топологии. Всё это наводит на мысль о том, что должна существовать единая синтезирующая теория, охватывающая разнообразные объекты четвертого этажа. Эти вопросы рассматриваются на заключительном этаже, где определяющими оказываются понятия структуры и категории.
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